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1 Einleitung 

Wir betrachten das Schema 


C(X) -A F. 

Hierin bezeichnet C(X) den Raum der stetigen reellwertigen Funktionen 
auf einem kompakten Raum X und F einen lokalkompakten Vektorver- 
band. (T n ) neN bezeichne eine Folge positiver linearer Abbildungen und P 
einen Verbandshomomorphismus. In dieser Situation gilt der folgende Satz, 
der eine Verallgemeinerung eines Ergebnisses von Berens und Lorentz [T] 
darstellt. 


Satz A 

Sei F ein lokalkonvexer Vektorverband und P : C(X) —> F ein Ver- 
bandshomomorphimus. 1st S eine Teilmenge von C(X), die eine strikt po¬ 
sitive Funktion q* enthalt und gilt fiir eine Folge positiver Abbildungen 
T n : C(X) -A F, n G N, 


T n g —» Pg in F fiir alle g E G = lin S, 


so folgt 


Dabei ist 


G 


suppP 


T n g -A Pg in F fiir alle / e G suppP . 


{/ G C(X) : /i(f) = f(x) fiir alle x G suppP 
und alle positiven Linearformen /i mit fi{g) = g(x) 
fiir alle g E G} 
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der Fortsetzungsraum bzgl. suppP und G. Fur einen Beweis siehe [2], Theo¬ 
rem 3.1. Hieraus ergibt sich unmittelbar 

Satz B 

Es sei F ein lokalkonvexer Vektorverband und P : C(X) —> F ein Verbands- 
homomorphismus. 1st S eine Teilmenge von C(X), die eine strikt positive 
Funktion g* enthalt und G = lin S, so gilt 

Gsu PP p C p(S,F,P). 

Hierzu bezeichnet p(S,F,P ) den Schatten von S bzgl. L + (C\X),F) - der 
Menge aller positiven linearen Abbildungen von C(X) nach F - und P, d.h. 

p(S,F,P) = {feC(X): 1st (T n ) ne ^ C L + (C(X)F) mit T n g^Pg 
fur alle g E S, so folgt T n f —> Pf}. 

2 Ergebnisse 

Wir beginnen mit einer Verallgemeinerung eines Satzes von SCHEFFOLD [1]. 

Theorem 1 Es sei E ein topologischer Vektorraum und ein Vektorverband 
und F ein lokalkonvexer Vektorverband, X sei eine kompakte Menge und 
T : C(X) —y E ein Verbandshomomorphismus. Es sei T n : E —>■ F eine 
gleichstetige Folge positiver linearer Abbildungen und P : E —> F ein stetiger 
Verbandshomomorphismus. Es sei S eine Teilmenge von C(X), die eine 
strikt positive Funktion g* enthalt und G = linS. 

Es gelte 

T n (Tg) —* P{Tg) in F fur alle g G S. 

Dann folgt 

T n (f) P(f) in F fur alle f G T(G suppPoT ) . 


Beweis: (T n o T) ne pj ist eine Folge positiver linearer Abbildungen mit 

T n o T : C(X) F. 


P o T : C(X) —> F ist ein Verbandshomomorphismus. 
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Nach Satz B gilt 

G S uppPoT C p(S, F,PoT). 


Aus 

T n o T{g) P o T(g) in F fur alle g G S, 

folgt also 


T n o T(h) —* P o T(h) in F fur alle h G G S up P PoT, 


also 

T n (f) P(f) in F fur alle / G T{G suppPoT ). 

_ --- E 

Sei nun / G T(G supp p 0 T ) und U eine beliebige Nullumgebung in F. Dann 
existiert eine Nullumgebung W in F mit 

W + W + W CU. 

Wegen der Gleichstetigkeit der Folge (T n ) neN existiert eine Umgebung V 
in E mit T n (V) C W fiir alle n G N und wegen der Stetigkeit von P eine 
Umgebung V' mit P(V') C W. Es sei nun h G G S u PP Pot so gewahlt, dass 
/ — T(h) G V fl V' ist. Fiir n > No ist dann 

T n o T(h) -P o T(h) G W, 

und insgesamt ergibt sich 

T n J - Pj = Tj - T n oT{h) + T n o T(h) - PoT(h) + PoT(h) - Pj 

€ W + W + W CU 

fiir alle n > N 0 . □ 


Bemerkung: SCHEFFOLD [3] hat Theorem 1 fiir einen lokalkonvexen Vek- 
torverband E und einen injektiven Verbandshomomorphimus T : C(X) —> 
E mit vollig anderen Mitteln bewiesen. Statt von Konvergenz auf dem Ab- 
schluss des Bildes eines Fortsetzungsraumes zu sprechen, verwendet SCHEF- 
FOLD die Terminologie des relativen Choquetrandes. 
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Nach Theorem 1 sind natiirlich solche Vektorverbande und topologische 

Vektorraume E von Interesse, in die ein Raum C(X) vermoge einer natiir- 

- E 

lichen Inklusion eingebettet ist und fur die gilt i{C(X)) = E. Eine Klasse 

solcher Raume bilden sogenannte Banachsche Funktionenraume. Dazu die 


Definition 2 (Muller) [3]) 

Es sei K c M. kompakt und M(K) der Vektorraum der auf K definier- 
ten reellwertigen (Lebesgue-)mehbaren Funktionen modulo des zugehorigen 
Nullraumes N. Ein Banach-Raum ( B(K ), || o || B ) bestehend aus Elementen 
von M(K ) heikt ein Banachscher Funktionenraum genau dann, wenn seine 
Norm den folgenden Bedingungen geniigt: 

(Nl) Ist g G M(K ) und / G B{K) mit \g\ < |/|, so folgt: g G B(K) und 

II^IIb < ll/ll b- 

(N2) Ist (f n )neN eine Folge in B(K) und 0 < f n /• f mit / G B(K), so 
folgt: | \fn\ |s ->• 11/|Is- 

(N3) 11/||s ist umordnungsinvariant fur alle / G B(K ), d.h.: Ist f — f 
A-fast liberall, so ist f G B{K) und ||/||b = II/IIb- 

Beispiel (Muller) [3]) 

Der Raum IJ‘(K). 1 < p < oo ist ein Banachscher Funktionenraum. 


Fur Banachsche Funktionenraume, die den Raum C(K) enthalten, gilt der 


Satz 3 (Muller) [3]) 

Ist K C M und B(K) ein Banachscher Funktionenraum, der den Raum 
C(K ) enthalt, so ist C(K ) dicht in B{K). 

Um Theorem 1 anwenden zu konnen, benotigen wir nocli 

Lemma 4 Ein Banachscher Funktionenraum B(K) ist ein Banachverband. 
Beweis: Es seien / und g G B(K). Dann ist sup(/, g) = Wegen 

(Nl) sind |/|, |^| G B(K) und wegen \ f-g\ < \ f\ + \g\ ist auch |/-^| G B(K) 
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und damit auch sup(/, g). Da inf(/, g) = gilt, folgt, dass auch 

inf (f,g) E B(K ) ist. B(K) ist also ein Vektorverband. 

Eine Nullumgebungsbasis in B(K) bilden die Normkugeln K( 0, e) = 
{/ G B(K) : \\f\\ B < e}. Ist nun g E B(K) mit \g\ < \ f\ und ||/|| B < e, so 
folgt mit (Nl), dass ||g|| B < ||/|| B < e, also g E K( 0,e) ist. Dies bedeutet 
aber, dass A'(0, e) solide ist, und der Banachraum und Vektorverband B(K) 
besitzt eine Nullumgebungsbasis aus soliden Mengen. B(K ) ist also ein 
Banachverband. □ 


Wir beweisen nun eine Verallgemeinerung eines Satzes von Muller (Mul- 
ler) |3]). 


Satz 5 

Es sei K C R kompakt und B(K) ein Banachscher Funktionenraum, der 
den Raum C(K) enthalt. Es sei S eine Teilmenge von C(K ), die eine strikt 
positive Funktion g* enthalt und G = linS 1 . Es gelte Gk = C(K). Es sei 
T n : B(K) -E- B(K), n E N, eine Folge positiver linearer Operatoren mit 


sup | \T n \| < +oo 

neN 


und 

Dann gilt: 


lim 11 T n g — g\\ B — 0 fiir alle g E S. 

n—>oo 

lim || T n f - f\\ B = 0 fur all ef E B(I<). 

71—>00 


Beweis: Die Injektion i : C(K ) 3 f t-E f E B(K ) ist ein Verbandshomo- 
morphismus. Wegen sup neN 11 T n \ \ < +oo ist die Folge (' T n ) ne n gleichstetig. 
Die Identitat / : B(K) 3 f i—)■ / E B(K) ist ein stetiger Verbandshomo- 
morphismus. 


Mit Theorem 1 folgt also 


—-- B(K) 

T n f -3 If in B(K) fiir alle f E i(G supp Ioi ) 


Nun ist 


i(G suppIoi ) D i(G K ) = i(C(K)) = C(K), 
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also 

--- B (K) - B(K) 

i(G suppI oi) = C{K ) = B(K). 

□ 

Mit Satz 5 ist es nun etwa moglich, den folgenden Approximationsprozess 
im Banachschen Funktionenraum L}[a,V\, [a,b] C M, auf Konvergenz gegen 
die Identitat zu testen. 


Beispiel 6 

Fur n G N und / G L l [a, 6] sei 


Tn(/,X) 



o 


Darin heikt 


K n (t, x) 



n 


Landau-Stieltjes-Kern. 

T n ist fiir alle n G N linear und positiv, und fur alle / G L 1 [a,fe] ist 
T n f G n 2n C L^a, 6]. Wie MULLER zeigt, sind die Nor men der T n 
gleichmakig beschrankt und fur 0 < i < 2 gilt T n 7ii — > 7r* in L l [a,b\. Fiir 
G = /m{7r 0 ,7Ti,7 t 2 } gilt Gk = C(K), so dass mit Satz 5 nun 

T n f —>■ / in fiir alle / G 


folgt. 


□ 


Wir betrachten nun die spezielle Klasse lokalkonvexer Vektorverbande 
E, die folgenvollstandig sind und im positiven Kegel einen quasiinneren 
Punkt besitzen. Es gilt folgendes 

Theorem 7 (vgl. Scheffold (3j) Es sei E ein lokalkonvexer, folgenvollstan- 
diger Vektorverband, u G E ein quasiinnerer Punkt des positiven Kegels E + 
von E und {ui,i G 1} ein Erzeugendensystem von E mit 

OO 

{ui, i G 1} C E u = |^J{£ G E : |x| < n o u}. 

n= 1 


Dann gilt: 
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(i) Es gibt einen kompakten Raum X und einen surjektiven Verbandsiso- 
morphismus T : C(X) —>■ E u . 

(ii) Setzt man u^ := T((T^ 1 (ui)) 2 ), so gilt: 1st F ein beliebiger lokalkon- 
vexer Vektorverband, P : E —» F ein stetiger Verbandshomomorphis- 
mus und T n : E F, n E eine gleichstetige Folge positiver linearer 
Abbildungen mit 

T n v —> Pv in F fiir alle v E {-u} U {u^uf^^i El}, 

so folgt 

T n f -A- Pf in F fiir alle f E E. 

(Hi) Wird E von k Elementen erzeugt, so kann die Kovnergenz einer Fol¬ 
ge gleichstetiger positiver linearer Abbildungen gegen einen stetigen 
Verbandshomomorphismus auf einer hochstens (2k + 1 )-elementigen 
Menge getestet werden. 


Beweis: Nach Definition des quasiinneren Punktes u ist das Vektorverband- 
sideal E u = IJ^ =1 {a; E E : \x\ < no u} dicht in E. Damit existieren also ein 
kompakter Hausdorffraum X und ein surjektiver Verbandsisomorphismus 
T : C(X) —> E u mit Tlx — u - Also gilt die Aussage (i). 

Wir betrachten nun 

Q := {T~V) = lx} U {T-\ Ui )-i El} U {(T _1 («j)) 2 ; i El} C C(X). 

Der von dieser Teilmenge erzeugte Unterraum G von C(X) besitzt die Ei- 
genschaft, dass 

WQj C{X) c Gx C C(X). 

_ 

Hierbei bezeichnet 21 (Q) die kleinste abgeschlossene Teilalgebra, die 0 
enthalt. Nun ist {upi El} ein Erzeugendensystem von E, also auch von 
E u . Diese Sprechweise ist sinnvoll, weil E u selbst ein lokalkonvexer Vektor¬ 
verband ist. 

{T _ 1 ('Ui);z El} C 21 (Q) ist also ein Erzeugendensystem des lokalkonve- 
xen Vektorverbandes G(X). Damit ist die abgeschlossene Algebra 21 (Q) ein 
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abgeschlossener Vektorunterverband von C(X), der ein Erzeugendensystem 
von C(X) enthalt, also gilt 

C(X) c 2KQj C G x C C(X) 

und damit 

Gx = C(X), 

also 

T(Q)cE u = T(C(X)) = T(G x ). 

Nach Voraussetzung gilt weiter 

E = K E = T{G x ) E . 

1st nun (T n ) n€ N eine gleichstetige Folge positiver linearer Abbildungen und 
P : E F ein stetiger Verbandshomomorphismus mit 

T n v —> Pv in F fiir alle v G {u} U {ui, uf i G /}, 

so bedeutet dies ja 

T n o T(q) — > P o T{q) in F fur alle q G Q. 


Q enthalt l x , also folgt mit Theorem 1: 

T n f -G Pf in F fiir alle / G T(G supp PoT f. 

Wegen 

E = T{C{X)) E D T{G suppPoT ) E D T(G x ) E = E 

folgt also 

T n f ->• Pf in F fiir alle / G E. 

Also gilt die Aussage (ii). 

Die Behauptnng (iii) ergibt sich nun sofort aus (ii). □ 


Bemerkung: Endlich erzeugte, folgenvollstandige lokal-konvexe Vektorver- 
bande E sind insbesondere Gegenstand der Untersuchungen von WOLFF 
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Ed- Als besonders interessant erweist es sich hier, dass in dieser Situa¬ 
tion E automatisch einen quasiinneren Punkt u enthalt. 1st etwa A = 
{ui,... ,Uk} ein Erzeugendensystem von E (d.h. E ist der kleinste abge- 
schlossene Vektorunterverband, der A enthalt), so setze man u : = Xu=i \ u i\- 
Dann ist u ein quasiinnerer Punkt des positiven Kegels E + von E, d.h. E u 
ist dicht in E. E u ist ja ein A enthaltender Vektorunterverband von E. 

Es gelingt Wolff [5], endlich erzeugte Banachverbande vollstandig zu 
charakterisieren und als gewisse Funktionenraume (sogenannte Banach— 
Funktionenverbande) iiber geeigneten kompakten Teilmengen des M n , n > 1, 
darzustellen. 

Im Spezialfall sogenannter minimaler und separable! 1 Banachverbande 
gelingt es dabei sogar, auf ein Erzeugendensystem von nur zwei Elementen 
zu schlieken. 
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